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Exercice n°1 :

Cet exercice a pour but d'étudier la décomposition de Cholesky d'une matrice symeétrique
réelle définie positive.

Pour ne N *, on note :

[ ]
L]
L]

Ma(R ) 'espace vectoriel des matrices réelles carrées d’ordre n.

GL.(R) le groupe des matrices inversibles de M,(R ), |, désigne la matrice identité.
O.(R) le sous-groupe de GL,(R ) constitué des matrices orthogonales.

S.(R) le sous-espace vectoriel de M,(R ) constitué des matrices symétriques
réelles.

Si E est un R -espace vectoriel et ( Siseeos fk) une famille de vecteurs de E,
Vect( f;,.... f,) désigne le sous espace vectoriel engendré par la famille (£,..., f;)-

Pour Ae M,(R), Sp(A) désigne I'ensemble des valeurs propres réelles de A et 'Ala
transposée de A.

S;*(]R ) 'ensemble des matrices symétriques réelles définies positives.

Par définition, AeS - R ) si et seulement si AeS,(RR ) et Sp(A)c]0,+<o[.
7+ (R ) 'ensemble des matrices réelles triangulaires supérieures a coefficients
dinagonaux strictement positifs.

R" sera identifié a M, (R ) ensemble des matrices réelles avec n lignes et 1
colonne.

Lorsque R" est muni de sa structure euclidienne canonique, || . | désigne la norme
euclidienne associée au produit scalaire canonique : X ||2 ='XX.

Les candidats seront amenés a utiliser le théoréme suivant :

réel, peN*et ( Sisees fp) une famille libre de E, alors il existe une unique famille

orthonormale (g,,...,g, ) telle que pour tout k €{1,..., p}:
1 p

Vect( f;,.... f; ) =Vect(g;,-. &) et (f,1g.)>0.
La famille (gl,..., gp) s'appelle alors I'orthonormalisée de Schmidt de ( Siseeos fp) .

Etude d'un exemple numérique :
30 2

On considére, dans cette question | uniquement, la matrice S=|0 2 0 |eM3(R).

2 0 3
1) Enoncer le théoréme qui permet de justifier qu'il existe une matrice O €O3(R )

telle que ‘OSO = D ou D est une matrice diagonale.

2) Déterminer O et D telles que det(O)=1 et D= ou @ < <y puis

o o R
o ©
R o o

justifier que S eS7*(R).

3) Démontrer qu'il existe une unique matrice 7' €7~ ;*(]R) telle que S='T'T.
On explicitera la matrice T .




Il.  Résultats préliminaires :

1) On considére § eS**(R), montrer que :
R"xR" >R
Ps -

(X.1)ts XS ¥ est un produit scalaire sur R".
TP

Démontrer cette proposition pour »=2. Dans la suite, on admettra le résultat pour
tout ne N*

Ill.  Une caractérisation des matrices symétriques réelles définies positives :

Soit Ae M(R), onpose B = ‘4 4.
1) Montrer que B €S,(R).

2) Montrer que si AeSp(B) et x eR" est un vecteur propre associé a A, alors
|4x|* = 2|} en déduire que A&[0,+<o].

3) En déduire que 4 eGL(R) si, et seulement si, B eS;"(]R ).

IV. Décomposition de Cholesky :

Le but de cette question est de montrer le théoréme suivant :

S='T T. Cette décomposition s’appelle décomposition de Cholesky de S.
On considére S €S, (R).

1) Montrer que s'il existe T e‘i’Z*(R ) telle que S= ‘T T alors S eSZ*(R ).

2) On suppose qu'il existe T;, T, deux matrices de 7~ ;*(]R ) telles que
1T1T1=1T2T2.
a) Montrer que A= T, (T3 est une matrice diagonale a coefficients
diagonaux strictement positifs. (utiliser 11.2) )

b)  En déduire, en utilisant ‘T, 7,=T; T,, que A*=,,
c) Endéduire que T,=T;.

3) On suppose S eS**(R) et on consideére gs le produit scalaire de R" défini

en I1.1). Soit b=(e,,...,e,) la base canonique de R" etb'=(v,,...,v,)

I'orthonormalisée de Schmidt de b pour le produit scalaire @s.
On note T la matrice de passage de la base b’ a la base b.

a) Montrer T e‘]';*‘(R )-
b) Montrer que S='T'T.
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Exercice n°2 :

Dans cet exercice, g désigne la fonction définie sur R par g(¢¥) =

1 sit=0

1) Enoncer le théoréme de dérivation pour les fonctions définies par :
F:xel |—>J'J f(x,t)dt ou I et J sontdes intervallesde R.

2) Etude de g :

a)
b)

c)
d)
e)

3) On consideére la fonction # définie par A(x) = _[ :o

a)

9)
h)

Montrer que g est continue sur R ..
Montrer que g a un développement limité en 0 & l'ordre 1.
En déduire que g est dérivable sur R et préciser g'(0).

Déterminer le signe pour e R de (1+£)e™ —1.

Dresser le tableau de variations de g et tracer le graphe de g .

i) Donner le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction g,
préciser le rayon de convergence de la série entiére.

iy Montrer que g est de classe C” sur R et préciser pour tout ke N, g®(0)
(énoncer le (ou les) théoreme(s) utilisé(s)).

—xt

l1—e
t

sin(t) dt .

Montrer que l'intégrale impropre I:osm—(u)du converge (on pourra utiliser une
u
intégration par parties).

On notera alors o la valeur de cette intégrale et on pourra écrire

W=a-[ "™ SlTntdt.

En déduire que & est définie sur [0,+<°[. Que vaut /4 (0) ?
Montrer que % est dérivable sur tout intervalle de la forme [a,+<°[ (a>0).
1

1+x2

En déduire que pour tout x>0, A'(x) =
Montrer que pour tout x>0 : A(x) = j.:o g(u)sin (z)du .
X

En déduire que pour tout x>0 : A(x) = x+xj.:° g'(u)cos(z)du .
x

En déduire que pour tout x>0 : |A(x)| < 2x.
Montrer que # est continue sur [0,+°[ et que pour tout x >0 : A(x) =Arctan(x).

En déduire que o =—g-.



Exercice n°3 :

On se place dans le plan affine euclidien et on considére :
e F un point du plan.
e D une droite du plan ne contenant pas F'.
e A ladroite perpendiculaire a D passant par F' et 4 le point d’intersection de D et A.
e p ladistance AF .

e S le milieu du segment [AF].

Le but de cet exercice est I'étude de la parabole # de foyer F et de directrice D.
Par définition # est 'ensemble des points équidistants de F' etde D :
M e® si, et seulement si, MF =MH ou H est le projeté orthogonal de M sur D.

On considere le repére orthonormeé direct *R=(S,§,}') ou i= -I—ZI*:
p
1)
a)Donner les coordonnées dans R de A4,S,F et une équation de la droite D.

X
dans R, montrer que M eP ssi y*=2px.
y

b)On considére M de coordonnées

2
x(t)=—
2) P estalors paramétrée par © 2p (teR).Onconsidére ¢, R et M, le point

y() =t
de P de paramétre ¢ .

a)Donner une équation de 75 la tangente a # en M, et de Ny lanormale a® en M, .
b)On note H, le projeté orthogonal de M sur D.

i) Donner la nature du triangle FH M, .

ii) Vérifier que 7, est la médiatrice du segment [FHO].

3)
a)Déterminer en M, le repére de Frenet de # noté (Moj“;,]vo) .
b)Déterminer en M, le rayon de courbure de # noté R, .
¢)On appelle centre de courbure en M, a ¥ noté Q, le point défini par

M)Q, = ROF , déterminer dans R les coordonnées de €, .

x(t)=2+ %12
4) On considére la courbe paramétrée (C) définie sur R par s
t
H=——
y(®) A
a)Etudier la symétrie de (C).
b)Dresser le tableau de variations des fonctions x et y.
c) Etudier avec précision le point stationnaire de (C).
d)Etudier la branche infinie de (C) lorsque t tend vers +°.
e)Tracer la courbe (C) et la courbe (#) (pour p=2) sur une méme figure.
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