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Bernard Randé

Partie I

Lorsque a n’est pas ambigu, on note λi(x) plutôt que λi(x, a).

1. On a P (tv) = tdP (v). Par dérivation par rapport à t,

n∑
i=1

vi
∂P

∂vi
(tv) = dtd−1P (v).

En évaluant en t = 1,

n∑
i=1

vi
∂P

∂vi
(v) = dP (v).

2. Pour p = xm1
1 . . . xmnn ,

p(ta− x) = tdam1
1 . . . amnn + q(t), avec deg q 6 d− 1.

Par combinaison linéaire, pour p homogène de degré d,

p(ta− x) = p(a)td + r(t), avec deg r 6 d− 1.

Comme p(a) 6= 0, degt p(ta − x) = d. Comme ce polynôme est scindé dans
R, il admet d racines réelles, comptées avec multiplicité.

3. • D’après 2,

p(ta− x) = p(a)
d∏
i=1

(t− λi(x)).

Faisant t = 0 et divisant par (−1)d,

p(x) = p(a)
d∏
i=1

λi(x).

• On a, si s 6= 0,

p(ta− sx) = p(a)
d∏
i=1

(t− λi(sx)) = sdp(a)
d∏
i=1

(
t

s
− λi(x)) = p(a)

d∏
i=1

(t− sλi(x)).

Si s > 0, λi(sx) = sλi(x) tandis que si s < 0, λi(sx) = sλd+1−s(x). Si s = 0,
tous les λi sont nuls.

• On a p(ta− x− sa) = p(a)
d∏
i=1

(t− s−λi(x)). Donc λi(x+ sa) = s+λi(x).
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4. Cette fonction p est homogène de degré m sur Sm(R). Comme p(tIm −
x) est scindé dans R d’après le théorème spectral et que p(Im) = 1, p est
hyperbolique dans la direction Im.

5. Pour k = n, la forme q est strictement positive et ne peut donc s’annuler
en dehors de 0. Elle n’est donc pas hyperbolique. Supposons plutôt k ∈ [[1, n−1]].
• Supposons q hyperbolique dans la direction a, avec d’abord q(a) > 0. Alors,

pour tout x,
q(ta− x) = q(a)t2 − 2tB(a, x) + q(x)

est scindé dans R, donc B(a, x)2 > q(a)q(x). Considérons l’ensemble V des x tels
que B(a, x) = 0. Comme B(a, a) > 0, c’est un hyperplan. Si x ∈ V , q(x) 6 0.
Supposons par l’absurde k > 2. Soit W = vect(e1, e2). Il existe x ∈ V ∩W −{0}.
Or q(x) > 0 car x ∈W , ce qui est une contradiction. Donc k = 1.

En étudiant le cas q(a) < 0, par changement de q en −q, on voit qu’il est
nécessaire que k ∈ {1, n− 1}.
• Supposons réciproquement que k = 1 par exemple. Alors

q(te1 − x) = (t− x1)2 − x2 − · · · − x2
n.

C’est un polynôme scindé dans R. Donc q est hyperbolique dans la direction
e1. Et de même si k = n− 1 (en remplaçant e1 par en).

6. On a
d

dt
p(ta− x) = (a∇p)(ta− x).

D’après le théorème de Rolle, ce polynôme est scindé dans R. On a (a∇p)(a) =
dp(a) 6= 0. Enfin, a∇p est manifestement homogène de degré d− 1.

7. • On sait que

n∏
i=1

(t− xi) =
n∑
k=0

(−1)ktn−kΣk(x).

Dérivons cette égalité par rapport à xj :

−
n∏
i 6=j

(t− xi) =
n∑
k=0

(−1)ktn−k
∂Σk
∂xj

(x).

Multiplions par t− xj :

−
n∏
i=1

(t− xi) =
n∑
k=0

(−1)ktn−k+1 ∂Σk
∂xj

(x)− xj
n∑
k=0

(−1)ktn−k
∂Σk
∂xj

(x)

=
n−1∑
k=−1

(−1)k+1tn−k
∂Σk+1

∂xj
(x)− xj

n∑
k=0

(−1)ktn−k
∂Σk
∂xj

(x).
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En identifiant le terme en tn−k et en divisant par (−1)k+1,

Σk(x) =
∂Σk+1

∂xj
(x) + xj

∂Σk
∂xj

(x).

Sommons pour j entre 1 et n :

nΣk(x) = (e · ∇Σk+1)(x) + kΣ(x)

grâce à 1 et au fait que Σk est homogène de degré k.
Finalement, Σk = 1

n−k (e · ∇Σk+1) pour k 6 n− 1.
• Raisonnons alors par récurrence descendante. Il est évident que Σn est

hyperbolique dans la direction e, puisque Σn(te− x) =
n∏
i=1

(t− xi). Si Σk+1 est

hyperbolique dans la direction e, alors, d’après 6, e ·∇Σk+1 l’est aussi, donc Σk
de même.

8. Supposons F non continue en x. Alors il existe ε > 0 et une suite (xm)
tendant vers x tels que ‖F (xm) − F (x‖ > ε. Si l’on applique ceci à m = ϕ(k),
on obtient une contradiction.

9.a • Soit P = td + ad−1t
d−1 + · · · + a0 et u une racine de P . Supposons

|u > 1. Alors
ud = −ad−1u

d−1 − · · · − a0,

donc
|u|d 6 (|ad−1|+ · · ·+ |a0|)|u|d−1.

Par conséquent, |u| 6 M(P ) avec M(P ) := max(1, |ad−1|+ · · ·+ |a0|).
• Soit A tel que, pour tout m, ‖xm‖ 6 A. Posons Pm(t) := p(ta − xm) =

td+ad−1(xm)td−1 + · · ·+a0(xm), où a0, . . . , ad−1 sont continues (polynomiales)
sur Rn, donc bornées sur B′(0, A). Il en résulte qu’il existe M ′ tel que, pour
tout m, M(Pm) 6 M ′ et donc, pour tout m et tout i, |λi(xm)| 6 M ′.

9.b Soit (xm) une suite convergeant vers x. Pour montrer que Λ est continue
en x, il suffit d’après 8 de montrer que l’on peut trouver ϕ telle que Λ(xϕ(k))→
Λ(x). Comme la suite (Λ(xm)) est bornée dans Rd, espace de dimension finie, il
existe ϕ telle que Λ(xϕ(k))→ l ∈ Rd. Par passage à la limite dans les inégalités
larges, l1 6 · · · 6 ld.

D’autre part, p(ta− xϕ(k))→ p(ta− x). Mais, d’un autre côté,

p(ta− xϕ(k)) =
d∏
i=1

(t− λi(xϕ(k)))→
d∏
i=1

(t− li).

Par conséquent, li = λi(x) (grâce à l’ordonnement), donc Λ(xϕ(k))→ Λ(x).
Ainsi, Λ est continue en x.

10. • Remarquons que a ∈ C(p, a) car p(ta− a) = (t− 1)dp(a).
• Si b ∈ C(p, a), alors, pour t ∈]0, 1[,

λ1((1− t)a+ tb) = (1− t) + tλ1(b) > 0.
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• Si b ∈ C(p, a), les racines de t 7→ (a·∇p)(ta−b) appartiennent à l’enveloppe
convexe de celles de t 7→ p(ta−b) (d’après Rolle), donc sont strictement positives.

11. • Comme ϕj est continue, il suffit de montrer qu’elle tend vers ε∞ en
ε∞. On a, pour u > 0,

λj(ub+ x) = uλj(b+
x

u
) ∼

+∞
uλj(b)

par continuité de λj et le fait que λj(b) > 0. Donc ϕj(u) →
u→+∞

+∞.

De même, pour u < 0,

λj(ub+ x) = uλd+1−j(b+
x

u
) ∼
−∞

uλd+1−j(b)

et donc ϕj(u) →
u→−∞

−∞.

• Par hypothèse, si ϕj(u) = ϕk(u) pour j 6= k, alors ub+x est colinéaire à a,
donc x ∈ vect(a, b). Si réciproquement cette condition est réalisée, x = αa− βb,
donc

p(ua− (βb+ x)) = p((u− α)a) = (u− α)dp(a),

donc λj(βb+ x) = α pour tout j.

12. • Si b ∈ C(p, a), p(b) = p(a)
d∏
i=1

λi(b) 6= 0. On suppose dans la suite b

non colinéaire à a.
• Supposons que x 6∈ vect(a, b). Pour chaque i, l’équation λi(ub + x) = 0

admet une racine ui d’après 11 et, si j 6= i, ui 6= uj (sinon ϕi(ui) = ϕj(ui)),
donc ces racines sont distinctes.Or

p(ub+ x) = p(a)
d∏
i=1

λi(ub+ x),

donc u 7→ p(ub+ x) s’annule en les d réels distincts ui.
• Supposons x 6∈ vect(b), mais x ∈ vect(a, b). On peut donc écrire x =

αa+ βb, avec α 6= 0. On a

p(ub+x) = p((u+β)b+αa) = (u+α)dp(a)
∏
i

(
α

u+ β
−λi(−b, a)) = p(a)

∏
i

(α−(u+β)λi(−b, a)),

polynôme en u scindé à racines simples.

13. • Supposons d’abord que x ∈ vect(a, b). Alors

p((ub+ x)− ta) = p((u+ β)b+ (α− t)a)p(a)
∏
i

((α− t)− (u+ β)λi(−b, a)),

d’après le calcul précédent. Les racines de ce polynôme en t sont les

α− (u+ β)λi(−b, a) = α+ (u+ β)λd+1−i(b, a),
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qui sont bien des fonctions strictement croissantes de u.
• Supposons à présent que x 6∈ vect(a, b).
Considérons le polynôme p(ta− ub− x), de la variable u (pour t fixé). Il est

de degré d (car p(b) 6= 0). Notons Kj l’ensemble des u tels que t = λj(ub+x, a).
Deux ensembles Kj d’indices distincts sont disjoints, d’après le deuxième alinéa
de la question 11. Chaque Kj est non vide d’après la surjectivité montrée dans
la question 11. Il y a d ensembles Kj et d racines (en u) de l’équation p(ta −
ub − x) = 0. Il y en a donc exactement une dans chaque Kj , ce qui montre
l’injectivité de u 7→ λj(ub+ x, a).
• L’application u 7→ λj(ub + x, a) est injective et continue sur R. Elle est

donc strictement monotone, et strictement croissant d’après son étude en +∞.
14. • Il est clair que, si x ∈ C(p, a) et t > 0, alors tx ∈ C(p, a). Soit x et

y dans C(p, a) et t ∈]0, 1[. Puisque tx et (1 − t)y sont dans C(p, a), il suffit de
montrer que x+ y ∈ C(p, a).

On a λ1(x+y, a) > λ1(y, a) d’après 13, car x ∈ C(p, a). Donc λ1(x+y, a) > 0
car y ∈ C(p, a).

Ainsi, C(p, a) est un cône convexe.
•Montrons que, si x et y sont dans C(p, a), λ1(x+y, a) > λ1(x, a)+λ1(y, a).
Posons α := λ1(x, a) et β := λ1(y, a) et soit ε > 0. Alors, u := x− (α− ε)a

et v := y − (β − ε)b sont dans C(p, a), donc u+ v aussi, de sorte que

λ1(x+ y, a)− (α+ β − 2ε) > 0.

Faisant tendre ε vers 0,

λ1(x+ y, a) > α+ β = λ1(x, a) + λ1(y, a).

• Si t ∈]0, 1[,

λ1((1− t)x+ ty, a) > λ1((1− t)x) + λ1(ty) = (1− t)λ1(x, a) + tλ1(y, a),

donc λ1(·, a) est une fonction concave.

15. Si t 6 0,

q(tb− x) = q(a)
∏
i

λi(tb− x, a).

Si t 6 0, x− tb ∈ C(p, a) d’après 14, donc λi(tb− x, a) < 0. Par conséquent,
q(tb−x) ne s’annule pas dans ]−∞, 0], et ses racines sont strictement positives.
En particulier, λ1(x, b) > 0.

16. Soit x ∈ C(p, a). Alors d’après ce qui précède, x ∈ C(p, b) et donc
C(p, a) ⊂ C(p, b). En particulier, a ∈ C(p, b) et, par symétrie, C(p, a) = C(p, b).

17.a Considérons l’ensemble A des couples (i, j) tels que R(i, j) 6= 0 (avec
R =

∑
i,j

R(i, j)xiyj). On a (m, 0) et (0, p) dans A. Considérons les droites issues

de (m, 0) joignant un point de A (il y en a au moins une). Leurs pentes sont
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rationnelles strictement négatives (car (0, 0) 6∈ A), et en nombre fini. Soit −αβ ,
avec pgcd(α, β) = 1 et β > 0, α > 0, la plus grande, de sorte que l’équation
de la droite correspondante est y

x−m = −αβ , ou αx + βy = mα. Si (i, j) ∈ A,
on a donc αi + βj > mα et il existe au moins deux éléments de A tels que
αi+ βj = mα. On pose

R0(x, y) :=
∑

αi+βj=mα

R(i, j)xiyj

et
R(x, y) :=

∑
αi+βj>mα+1

R(i, j)xiyj .

On a

R0(x, y) = xm
R∑

αi+βj=mα

(i, j)yjxi−m.

Or βj = (m − i)α, donc j = kα et m − i = kβ pour un certain k ∈ N (car
α > 0). Donc

R0(x, y) = xm
∑
k

sky
kαx−kβ = xmQ0(yαx−β)

avec
Q0(t) :=

∑
k

skt
k.

On a vu que R0 contient deux termes au moins, dont un terme en xm, ce
qui implique que Q0(0) 6= 0. D’autre part, puis kβ = (m − i) 6 m dans la
somme, définissant R0, on a β degQ0 6 m. Enfin, (i, j) 7→ k est manifestement
injective (puisque nécessairement j = kα) et donc le fait qu’il y ait deux termes
au moins dans R0 implique qu’il y en a au moins deux dans Q0, qui donc n’est
pas constant.

17.b Avec les notations du a,

R(zuα, uβ) = zmuαmQ0(z−m)+R1(zuα, uβ) = uαm(zmQ0(z−β)+u−αmR1(zuα, uβ)).

Posons R̂(z) := zmQ0(z−β). Alors R̂ est un polynôme puisque β degQ0 6 m.
De plus, R1(zuα, uβ) est une combinaison linéaire de ziuαi+βj avec αi + βj >
αm + 1, donc u−αmR1(zuα, uβ) est de la forme uS(z, u). Cela donne la forme
indiquée.

Puisque Q0 admet au moins deux termes, il en va de même de R̂ qui, donc,
n’est pas constant et admet une racine non nulle.

17.c Si w 6∈ R, soit r > 0 tel que D′(w, r) ⊂ C−R et en outre tel que D′(w, r)
ne contienne pas d’autre racine de R̂. En particulier, inf

|z−w|=r
|R̂(z)| =: ε > 0. Soit

M := sup
(z,u)∈D′(0,r)×D′(0,1)

|S(z, u)|. Si |u| 6 min( ε
2M , 1), on a |Mu| 6 ε

2 et donc
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|uS(z, u)| 6 ε
2 . Par conséquent, il existe z ∈ D′(0, r) tel que R̂(z)+uS(z, u) = 0.

En particulier, z n’est pas réel et, de plus, R(zuα, uβ) = 0.

18.a Si R̂ a une racine non réelle, pour |u| assez petit, il existe z non réel tel
que R(zuα, uβ) = 0. Prenons u réel assez petit et non nul. Alors zuα est réel,
ce qui contredit l’hypothèse.

18.b Soit Z l’ensemble des racines de R̂ et z ∈ Z. Posons ω := e
2iπ
β . On a

R(zωαuα, uβ) = uαm(R̂(zωα) + uS(zωα, u)).

Donc
R(zωαuα, uβ)

uαm
=
R(z(uω)α, (uω)β)

(uω)αm
ωαm.

Or R(zvα,vβ)
vαm

→
v→0

R̂(z) = 0. Donc

R̂(zωα) = 0.

Ainsi, zωα ∈ Z. Si donc z est une racine non nulle de R̂, réelle par hypothèse,
zωα étant encore réel, ωα est réel. Donc 2α

β = k ∈ Z, soit β | 2.

18.c On applique ce qui précède au polynôme U(x, y) := R(x,−y), qui
possède les mêmes m, r, α et β. Pour y réel, U(x, y) est scindé dans R. On écrit

U(zuα, uβ) = uαm(Û(z) + uV (z, u)).

Soit z une racine non nulle de Û et ω := e
iπ
β . On a

U(zuα, uβ)u−αm →
u→0

0.

Donc
U(z(ωu)α, (ωu)β)u−αm →

u→0
0.

Or

U(z(ωu)α, (ωu)β)u−αm = U((zωα)uα,−uβ)u−αm = R((zωα)uα, uβ)u−αm → R̂(zωα).

Donc zωα ∈ R, d’où β | α, soit β = 1.

18.d On a (r, 0) ∈ A et donc βp = p > αm > m.

19.a On pose ϕ(s, t) := p(sa−tb−x) = p(a)
∏
i

(s−λi(tb+x, a)) et R(X,Y ) :=

p((X + s∗)a − (Y + t∗)b − x) = ϕ(X + s∗, Y + t∗). Si t∗ est une racine de
t 7→ ϕ(s∗, t), de multiplicité r, 0 est une racine de R(0, Y ), de multiplicité r.
Notons que R(0, Y ) n’est pas le polynôme nul, puisque p(b) 6= 0. Soit m la
multiplicité de 0 dans R(X, 0) (multiplicité nulle si ce n’est pas racine). Notons
que R(X, 0) n’est pas le polynôme nul (il est de degré d). Si y ∈ R, x 7→ R(x, y)
est scindé dans R par hypothèse. D’après 18.d, r > m.
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Il en résulte que la multiplicité m de s∗ comme racine de s 7→ ϕ(s, t∗) est
inférieure ou égale à celle de t∗ comme racine de t 7→ ϕ(s∗, t). Il y a donc au
plus r indices i tels que λi(t∗b+ x, a) = s∗.

19.b Il s’agit de montrer que t 7→ p(tb+ x) est scindé dans R. Remarquons
que le résultat de la question 11 n’utilise pas la stricte hyperbolicité.

On note t1, . . . , tk les racines de ce polynôme, tq étant de multiplicité rq. On
a aussi

p(tb+ x) = p(a)
d∏
i=1

λi(tb+ x, a).

Pour chaque i, il existe au moins un t tel que λi(tb + x, a) = 0 d’après la
question 11, et ce t est nécessairement l’un des tq. On en choisit et on regroupe
les i correspondant au même tq, de sorte que

d =
∑
q

|{i ; λi(tqb+ x, a) = 0}| 6
∑
q

rq

en appliquant a à s∗ = 0. Donc p(tb+ x) est scindé dans R.

20.a On sait d’après 19 que p est hyperbolique dans la direction b, donc que

p(tb− x) = p(b)
∏
i

(x− λi(x, b)) = p(b)xd − p(b)
∑
i

λi(x, b)xd−1 + · · ·

D’un autre côté,

p(tb− x) = tdp(b)− dM(x, b, · · · , b)td−1 + · · ·

par d-linéarité et symétrie. Cela donne le résultat par identification.

20.b On suppose par la suite que p(a) > 0.
On sait que

M(a, b, . . . , b) =
1
d
p(b)

∑
i

λi(a, b) > p(b)(
∏
i

λi(a, b))
1
d .

Or p(a) = p(b)
∏
i

λi(a, b) d’après 3. Donc

M(a, b) > p(b)(
p(a)
p(b)

1
d

= p(a)
1
d p(b)1−

1
d .

21. On a
p(ta− x) = M(ta− x, . . . , ta− x)

et donc

d

dt
p(ta−x) = M(a, ta−x, . . . , ta−x)+· · ·+M(ta−x, . . . , ta−x, a) = dM(a, ta−x, . . . , ta−x).
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D’après Rolle, d
dtp(ta−x) est scindé dans R, ce qui montre le résultat (p(a) 6=

0).

22. Raisonnons par récurrence sur d. Lorsque d = 1, il n’y a rien à montrer.
Supposons le résultat vrai au rang d−1. Soit M symétrique homogène de degré
d hyperbolique dans la direction a. On suppose toujours p(a) > 0. Fixons i.
D’après 21, le polynôme pi qui à x associe M(x, . . . , x, xi, x, . . . , x) est homogène
de degré d−1, hyperbolique dans la direction xi (car, d’après 19, si xi ∈ C(p, a),
p est hyperbolique dans la direction xi). On a aussi p(xi) > 0.

Il en résulte que

M(x1, . . . , xd) >
∏
j 6=i

p(xj)
1
d−1

et donc
M(x1, . . . , xd)d >

∏
j

(p(xj)
1
d−1 )d−1

par produit. Donc

M(x1, . . . , xd) >
∏
j

p(xj)
1
d .

23.a Considérons sur Rn × R la forme bilinéaire symétrique définie par

Φ((u, α), (v, β)) = αβ −B(u, v),

et p la forme quadratique associée à Φ. On sait d’après 5 que p est hyperbolique
dans la direction a = (0, 1) telle que p(a) = 1. La condition α2 − q(u) > 0
exprime que p(u, α) > 0. Vérifions que x := (u, α) ∈ C(p, a). On a

p(ta− x) = t2 − 2Φ(a, x)t+ p(x).

Le produit des racines est > 0 et leur somme, égale à Φ(a, x) = α > 0. Donc
x ∈ C(p, a), et de même y := (v, β) ∈ C(p, a). Donc

Φ(x, y) >
√
p(x)p(y,

soit
αβ −B(u, v) >

√
(α2 − q(u))(β2 − q(u)).

23.b On applique directement l’inégalité entre moyenne arithmétique et
géométrique. On a

1
d!

perA > (
∏
ρ

a1,ρ(1) · · · ad,ρ(d))
1
d! .
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On compte le nombre de fois qu’apparâıt dans ce produit un terme ai,j . C’est
exactement le nombre de permutations telles que ρ(i) = j, soit (d− 1)!. Ainsi,

1
d!

perA > (
∏
i,j

ai,j)
(d−1)!
d! ,

soit
perA > d!(

∏
i,j

ai,j)
1
d .

24. On a

p(x+ y) = M(x+ y, . . . , x+ y)

= M(x, . . . , x) + · · ·+
(
d

k

)
M(y, . . . , y, x, . . . , x, . . . ) + · · ·+M(y, . . . , y)

où le terme général contient k termes en y. On a utilisé la symétrie de M . Comme
x et y sont dans C(p, a), on peut appliquer 22 au d-uplet (y, . . . , y, x, . . . , x, . . . ) :

p(x+ y) >
d∑
k=0

(
d

k

)
p(x)

d−k
d p(y)

k
d = (p(x)

1
d + p(y)

1
d )d.

Si f(x) := p(x)
1
d , on a donc, pour t ∈ [0, 1]

f((1− t)x+ ty) > f((1− t)x) + f(ty) = (1− t)f(x) + tf(y).

25. L’application det est hyperbolique dans la direction Id (sur Sd(R)). De
plus, det(tId − S) a ses racines dans ]0,+∞[ si et seulement si S ∈ S++

d (R).
Donc C(det, Id) = S++

d (R) est un cône convexe, et d’après 24 S 7→ (detS)
1
d est

concave.

26. Si k = 1, alors i = j = 1 et

λ1(x+ y) < λ1(x) + λ1(y),

ce qui contredit 14.

27. Soit ε > 0 et u := x−εa, v := y−(λj(y)−ε)a. Alors u+v = (x+y)−λj(y),
de sorte que

λk(u+ v)− λi(u) = λk(x+ y)− λj(y)− λi(x) + ε.

On choisit déjà ε tel que cette quantité soit < 0.
De plus, pour r < j,

λr(v) = λr(y)− λj(y) + ε 6 λj−1(y)− λj(y) + ε,
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et on choisit ε > 0 de façon que cette quantité soit strictement négative. En
outre, pour r > j,

λr(v) = λr(y)− λj(y) + ε > ε > 0.

28. • On a
ϕr(0) = λr(u) ; ϕr(1) = λr(u+ v)

et
ϕr(t) ∼

+∞
tλr(v), ϕr(t) ∼−∞ tλd+1−r(v).

• Notons A1, . . . , A5 les ensembles apparaissant dans cet ordre dans la ques-
tion 29.a. On note tout de suite que A2 = A3 = ∅. Notons N(r) le nombre de
solutions de l’équation ϕr(t) = λ∗.
• Soit r ∈ A1 = [[j, d+ 1− j]].
Premier cas : r ∈ A1 ∩ [[i, k]] = A5. Alors ϕr(0) > λi(u) > λ∗, ϕr(1) 6

λk(u+ v) < λ∗, ϕr(+∞) = +∞ et ϕr(−∞) = −∞. Donc N(r) > 3.
Deuxième cas : cas général. Alors ϕr(0) > λj(u) > λi(u) > λ∗ et ϕ(r) =

(−∞)λd+1−r(v) = −∞. Donc N(r) > 1.
• Soit r ∈ A4. On a ϕr(1) = λr(u+ v) 6 λk(u+ v) < λ∗. De plus,

ϕr(+∞) = (+∞)λr(v) = +∞

car r > j, et
ϕr(−∞) = (−∞)λd+1−r(v) = +∞

car d+ 1− r < j. Ainsi, N(r) > 2.

29.a On a obtenu la minoration dans la question 28.

29.b On a que d+ 2− j > j, donc A4 = [[d+ 2− j, k]]. Le reste a déjà été vu.

30. • Si d+ 2− j 6 k, on a aussi d+ 1− j 6 k et donc

D = d+ 1− 2j + 1 + 2(k − d− 2 + j + 1) + 2(d+ 1− j − i+ 1) = d+ 2.

• Si d+ 1− j > k, on a

D = d+ 1− 2j + 1 + 2(k − i+ 1) = d+ 2.

31. Les hypothèses faites au départ sont contradictoires, car un polynôme
de degré d ne peut avoir d+ 2 racines. Donc, si i+ j = k + 1, pour tout (x, y),
λk(x+ y) > λi(x) + λj(y). Si l + 1 > i+ j, on a l > k et, par conséquent,

λl(x+ y) > λi(x) + λj(y).
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32. Cette solution est inspirée d’un article de Denis Serre, de janvier 2008,
Weyl and Lidskii inequalities for general hyperbolic polynomials,

www.umpa.ens-lyon.fr/̃ serre/DPF/WL2.pdf
Dans ce qui suit, d et a sont fixés. L’espace vectoriel Homd des polynômes

homogènes de degré d est de dimension finie, donc toutes les normes y sont
équivalentes. On prend comme norme sur Homd le suprémum sur la boule unité
(de V d), pour une norme quelconque sur V .
• Soit H l’ensemble des polynômes homogènes de degré d, hyperboliques

dans la direction a. On considère P ∈ H et on fixe i, j et l tels que l > i+ j−1.
Il s’agit de montrer que λl(x+ y, P ) > λi(x, P ) + λj(y, P ). D’après la question
9, les fonctions (x, P ) 7→ λk(x, P ) sont continues.
• Supposons montré que, pour x 6∈ Ra fixé, l’ensemble SH(x) des polynômes

P hyperboliques tels que P (ta− x) soit à racines simples est dense dans H. On
vérifie facilement que SH(x) est un ouvert (on fixe d+ 1 points intercalés entre
les d racines de P (ta − x), et aussi entre les racines extrêmes et les infinis, on
constate que, si Q est assez proche de P , Q(ta− x) prend des valeurs de signes
alternés et on applique le théorème des valeurs intermédiaires). Ainsi, SH(x) est
un ouvert dense de H, fermé de Homd (on peut montrer que le complémentaire
est ouvert ; si Q 6∈ H, il existe x tel que Q(ta− x) admette une racine complexe
non réelle. En appliquant la méthode de 17, on voit que si R est assez proche
de Q, R(ta− x) admet une racine non réelle). Donc H est est complet, donc de
Baire.

Soit X une partie dénombrable de V − Ra dense dans V (par exemple, les
points à coordonnées rationnelles). D’après le théorème de Baire, ∩

x∈X
SH(x)

est dense dans H. Soit (Pk) une suite de ∩
x
SH(x) convergeant vers P et (xn),

(yn) des suites d’éléments de X convergeant vers x et y respectivement.
On peut appliquer la question 31 :

λl(xn + yn, Pn) > λi(xn, Pn) + λj(yn, Pn).

Par passage à la limite, on a l’inégalité souhaitée.
•Montrons à présent le résultat admis. Soit x 6∈ Ra. Soit ϕ une forme linéaire

non nulle s’annulant en a, mais pas en x. On la prend de norme d’opérateur égale
à 1.

Posons C := 1
‖(a·∇)P‖ . Considérons ε > 0 et le polynôme

Q(y) := P (y) + Cεϕ(y)(a.∇)P (y),

qui est bien homogène de degré d. On a

Q(ta− x) = P (ta− x)− εϕ(x)(a.∇)P (ta− x).

Notons e le nombre de racines simples de Q(ta− x).
Déjà, ce polynôme est scindé dans R car

Q(ta− x) = ψ(t) + λψ′(t) = e−λt
d

dt
(eλtψ(t))

12



où ψ(t) := P (ta − x). On applique ensuite le théorème de Rolle (en utilisant
un point à l’infini). On suppose à présent que λ 6= 0. Notons e le nombre
de racines simples de Q(ta − x). On constate par application de Rolle que le
nombre de racines simples de Q(ta − x) est au moins égal à e + 1. Montrons
alors par récurrence descendante sur e que l’ensemble des polynômes strictement
hyperboliques est dense dans l’ensemble des polynômes hyperboliques tels que
P (ta−x) ait au moins e racines distinctes. Soit P un polynôme de cet ensemble.
Si e = d, P est déjà strictement hyperbolique. Supposons le résultat au rang
e + 1. Soit P tel que P (ta − x) ait au moins e racines simples. Alors, avec les
notations ci-dessus, on choisit R strictement hyperbolique tel que ‖Q−R‖ 6 ε.
Or ‖P − Q‖ 6 Cε |||ϕ ||| |a · ∇P‖ = ε. Donc ‖P − R‖ 6 2ε, ce qui permet de
conclure.
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