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Notations

Dans tout le probleme, n désigne un entier naturel non nul. On note :

- My (R) I'espace vectoriel des matrices carrées de taille n a ccefficients réels;

- GL,(R) le groupe des matrices inversibles de .4, (R) ;

- O(n) le groupe orthogonal d’ordre n;

- & (R), respectivement %, * (R), 'ensemble des matrices symétriques de .4, (R) dont les valeurs propres
sont positives ou nulles, respectivement strictement positives;

- I, 1a matrice identité de 4, (R) ;

- 04, la matrice nulle de .4, (R).

Pour toute matrice M de .#,(R), on note ’M sa matrice transposée, tr(M) sa trace, et, pour (i, j) € {1,..., n}2,
m; le coefficient qui se trouve a I'intersection de la i-éme ligne et de la j -eme colonne. On munit.#,(R) de
la norme définie, pour tout M € .4, (R), par || M| = sup(Im;;l, (i, j) € {1,..., n?).

I Décomposition polaire d'un endomorphisme de R"

On munit R" de sa structure euclidienne canonique.

a/ Soit u un endomorphisme de R". Montrer que u est autoadjoint défini positif si et seulement si
sa matrice dans n'importe quelle base orthonormée appartient a %, " (R).
b/ Montrer quesi S € %, * (R), alors S est inversible et ™! € & (R).
Dans cette question, u désigne un endomorphisme de R” autoadjoint défini positif. On se propose de
démontrer qu'il existe un unique endomorphisme v de R" autoadjoint, défini positif, tel que v* = u.

a/ Soit v un endomorphisme de R", autoadjoint défini positif et vérifiant v* = u, et soit A une valeur
propre de u. Montrer que v induit un endomorphisme de Ker(u# — AId) que 'on déterminera.

b/ En déduire v, puis conclure.

¢/ Montrer qu’il existe un polynome Q a coefficients réels tel que v = Q(u).
Soit A € GLy(R).

a/ Montrer que ‘AAe ¥ (R).

b/ En déduire qu’il existe un unique couple (0, S) € G(n) x & THR) tel que A = 0S.

3 0 -1
Déterminer les matrices O et Slorsque A= | V2/2 3v2 -3v2/2
-v2/2 3vV2 3v2/2

a/ Montrer que € (n) est une partie compacte de .45 (R).

b/ Montrer que & *(R) est un fermé de ., (R).

¢/ Montrer que GL,(R) est une partie dense de .4 (R).

d/ Soit A € .4, (R). Montrer qu'il existe un couple (0, S) € @ (n) x.#* (R) tel que A = 0S. Un tel couple
est-il unique ?

e/ Soit ¢ l'application de &' (n) x LT (R) dans GL,(R) définie par ¢(0,S) = 0S pour tout couple
(0,8) de G(n) x ¥+ (R).
Montrer que ¢ est bijective, continue et que sa réciproque est continue.

II Deux applications

Premiere application

Dans cette partie, A et B désignent deux matrices de .4/, (R). On suppose qu’il existe une matrice U carrée de
taille n, inversible, a coefficients complexes, telle que U'U = I,, et A= UBU !, ot1 U désigne la matrice dont
les ccefficients sont les conjugués de ceux de U.

Justifier que 'A=Uu(B)U.



On se propose de montrer qu'il existe une matrice P € GL,(R) telle que A= PBP ! et ‘A= P'BP!.
Pour cela, on note X et Y les matrices de .4, (R) telles que U = X +iY.

a/ Montrer qu'il existe pu € R tel que X + uY € GL,(R).
b/ Montrer que AX = XBet AY =YB.
¢/ Conclure.
On écrit P sous la forme P = 0S, avec O € O(n) et S€ &, " (R).
a/ Montrer que BS? = §?B, puis que BS = SB.
b/ En déduire qu'il existe O € @ (n) tel que A= OB'0.

Seconde application
Soit A € 4, (R). On se propose de donner une condition nécessaire et suffisante d’existence d'une solution

X € GL,(R) au systeme

(5) "AA+'XX I,
'AX-'XA = 0,

Montrer que si le systeme () admet une solution dans GL,,(R), alors les valeurs propres de AA appar-
tiennent a I'intervalle [0, 1[.
On suppose dans cette question que les valeurs propres de ‘AA appartiennent a I'intervalle [0, 1[.

a/ Justifier que I'on peut chercher les solutions X de (*) sous la forme X = UH, avec U € C(n) et
He y,:r *(R).

b/ Déterminer H.
¢/ Montrer I'existence d'une solution X € GL,(R) de (*) appartenant a GL,(R).

III Valeurs propres d'une matrice

Pour p € N*, on pose

2 -1 0 0
-1 2 -1
Ap=1 0 -1 2 . o |€4H®
: - |
o .. 0 -1 2

On note Py, le polynome tel que, pour tout réel x, Pp(x) = det(xI, — Ap).
Montrer qu’a x € R fixé, la suite (Pp, (x)) pen+ Vérifie une relation linéaire d’ordre 2, que I'on précisera.

Soit x € R tel que |2 — x| < 2. Apres avoir justifié I'existence d’'un unique 0 €]0, [ tel que 2 —x = 2cos0,
déterminer P (x) en fonction de sin((p + 1)0) et de sin(0).

Déterminer les valeurs propres de Ap.

Montrer que A, est diagonalisable, et en déterminer une base de vecteurs propres, en précisant pour
chacun la valeur propre associée.

VI

Soit f une forme linéaire sur .4, (R).
Montrer qu'il existe une unique matrice A € .4, (R) telle que VM € 4, (R), f(M) = tr(AM).
Dans la suite, A désigne la matrice définie dans cette question IV.1.
a/ Justifier 'existence de M, = sup(f(0), 0 € O (n)).
b/ Justifier que “AA admet n valeurs propres positives i1, ..., iL, comptées avec multiplicités.

¢/ Montrer que M, = sup(tr(DQ),Q € G(n)), ou D est la matrice diagonale, dont les éléments dia-

gONAUX SONt \/ILT, +eey /fhn-
n
d/ Endéduire que M, = ) /.
k=1



n n
Dans cette question, f désigne la forme linéaire définie par YM € /,(R), f(M) = Y ) m;j.
j1is]
a/ Déterminer la matrice A telle que VM € .4, (R), f (M) = tr(AM).

b/ Montrer que

1 -1 0 0
0 1 -1

Al= 1 0

L

0 0 1

¢/ Déterminer les valeurs propres de A1 fA™1.
n 1
d/ Montrer que M, = ) —————

=1 2c0s 5EZ

2n+1
e/ Donner un équivalent de M, lorsque n tend vers +oo.

Fin énoncé




Corrigé I

I Décomposition polaire d'un endomorphisme de R"

a/ Soient 2 une base de R", A=matgu; X,Y € #,1(R) X =matgxetY =matgy
= La base 28 étant orthonormé et u* = u alors :

(ux)|y) = (x,u(y))y = X'AY ='XAY

Et ceci pour tout X, Y € 4,1 (R), donc ‘A= A.
Pour tout X € ./, 1 (R) — {0}, (x|u(x)) =* X AX > 0 car u est défini positif, donc A € &, * (R).
<= Pour tout x,y € R"

IX'AY =' XAY = (u@)|y) = (x,u(y))

Donc u = u”*
Pour tout x € R” — {0}, (x|u(x)) =" XAX > 0 car A est définie positif, donc u est défini positif.
b/ 0 n'est pas valeur propre de S, donc S est inversible, IS = § ='87! = §71 c-a-d §7! est symé-
trique.
De plus le théoréme spectrale assure I'existence d’'une matrice P orthogonale et d'une matrice

1
D = diag(Ay,...,Ay), telles que § = PDP ! donc §7! = Pdiag(—

|
,.ey, — )P, il apparait bien
) PP

que les valeurs propres de $~! sont strictement positives.
a/ vo(u—AId)=v®—-Av=(u-Ald)ov, alors ker(u— AId) est stable par v.
Posons donc w = v/ ker(u—AlId), w est évidement symétrique défini positif, donc diagonalisable,
soit donc g > 0 I'une de ses valeurs propres.
dx e ker(u — AId) — {0} tel que w(x) = ux, donc wz(x) = vz(x) = pzx =u(x)=Ax
Donc pu = \/I, comme w posseéde des valeurs propres, alors Sp(w) = {\/X}.
Lendomorphisme w est diagonalisable, donc ker(z — AId) = ker(w — \/Zld), c-a-d Vx e ker(u —
Ald), v(x)=VAx

b/ Lendomorphisme u est diagonalisable, donc R"” = @ ker(u—Ald)
A€Spu

Pour tout x € R", x s’écrit d’'une fagon unique sous la forme x = Z Xy, alors v(x) = Z VAXy,
A€Spu A€Spu
ainsi v est bien déterminé et donc unique.

Reste a montrer que v existe. Soit 2 une base de R"” et A = matgu, B = matgv. Le théoréme spec-
trale appliqué a A assure I'existence d'une matrice P orthogonale et d'une matrice D = diag(Ay,...,Ay),
tellesque S = PDP ! tousles A; sont> 0, car u est défini positif, posons B = Pdiag(\/A_l, vory \//I_n)P_l.
On abien B = Aet B est symétrique et définie positive, c-a-d I'existence de v auto-adjoint défini
positif tel que v=u

c/ Soient u,,..., i, les valeurs propres distinctes de u et m,,..., m, leurs multiplicités respectives,
considérons I'application: ¢: R,_;[X] — R"

Q —  (Q(K1),..+, Q(y))

@ est une application linéaire injective, les espaces R,_;[X] et R” ont la méme dimension, c’est
donc un isomorphisme.

(VHLyeos V) ERT, 31Q € R,_1[X] tel que (Q(t1), +eey Q(r)) = (/1) -+ v/Hr), ON peut écrire :
Q(A) = Q(Pdiag(pty I, ey ftr Im,) P™1) = Pdiag(Q(p1) Iy, y ooy Q) I;m,)P~* = B.

a/ Cest évident que ‘AA est symétrique. Soit X € /1 (R) — {0}, ‘X' AAX = |AX|*>0
Si AX =0, alors A”'AX =0, c-a-d X = 0, donc ’X*AAX > 0.

b/ 1l existe une unique matrice S € %, * (R) tel que ‘AA = §? et ceci de la question précédente car
‘AA € &,/ (R). De la question 1, § est inversible, posons O = AS™!, alors ‘00 =S 'fAA §7! =
s's?s =1,

S est unique, donc O aussi.



10 0 -6
¢/ Ona‘AA=| 0 36 0

-6 0 10
Lensemble de ses valeurs propres est {4,16,36}
vV2i2 V2i2 0
Alors PAA = Pdiag(4,16,36) ‘pouP= 0 0 1 |, onprend alors:
V2i12 -vV212 0
1 0 0
3 0 -1 V2 V2
S = Pdiag(2,4,6)'P= 0 6 0 | parconséquentO=AS"'= 0 P
-1 0 3 V2 V2
2 2

a/ Lapplication ¢, : A— (*A, A) est linéaire et ¢, : (A, B) — AB est bilinéaire, ces applications dé-
marrant tous des espaces de dimensions finies, donc elles sont continues. G (n) = (g2 O(pl)_1 {I,},
donc @ (n) est un fermé.

Si A= (a;,j) € O(n), alors Vi, j € [[1,n]l,|a;,j| < 1, alors | Al <1, donc G (n) est borné, on est dans
un espace de dimension fini alors €'(n) est un compact.

b/ Soit X € #,,1(R), I'application¢p: 4#,(R) — R est linéaire et ./, (R) est de dimension
M — 'XMX
finie donc continue.
Soit (Ap) p une suite d’éléments de 5”,: (R) qui converge vers A.
SoitpeN,ona tA,, = Ap, donc 'A = A, carla transposition est continue.
tXtA,,X =0, donc IX'AX =0 car @ est continue.
Donc A€ %, (R), et &, (R) est un fermé.
1

1
c/ Soit Ae #,(R), posons pour tout peN*, A,=A—-—1I,.0na|A,-A|l=— — 0.
n(®), posons p p p=A-_InOnala,-Al=— —

1
Les valeurs propres de A sont en nombres finie, 3N € N* tel que Vp = N, — ¢ Sp(A).
p

Alors Vp = N, Ap € GL,(R), et GL,(R) est dense dans .4, (R).

d/ Soit A€ 4y (R), il existe une suite (Ap) pen d’ éléments de GL, (R) qui converge vers A.
Pour tout p € N, il existe (0p, Sp) € O(n) x &, ([R) tel que Ap, = O S),.
O (n) est un compact, il existe une sous suite (Qg4(p))p de (Op)p qui converge vers O € O (n).

Comme 'application GL,(R) — GL,(R) estcontinue (cours), alors O;(lp) converge vers oL
M — M!

lapplication .#,([R)> — .,(R) estcontinue, alors O
(A,B) — AB

Posons: 0" 'A =8, alors A= 08, pour tout pe N, O;(lp) Aap) = Sa(p), la suite (S4(p))p d’éléments
de %, (R) qui est un fermé est convergente vers S € %, (R), alors S € &, (R).

( 1o )( 00 ):( 00 ):( 10 )( 00 ),iln’yadoncpasunicitédeladécomposition

-1

a(p)Aa(p) cONverge vers o'a

0 1 01 01 01 01
N — —— N — ——
orthogonale symétrique orthogonale symétrique
polaire.

L'application Mp®)?2 —  Mu(R) estcontinue, donc @ est continue.
De la question 3.b) ¢ est bijective.

Soit (Ap) p une suite d’éléments de GL, (R) qui converge vers A € GL,(R), posons pour tout peN, A, = 0,S)p
et A= 0S les décompositions polaires de A, et de A, montrons que (p_l(Ap) = (0p, Sp) tend vers e (A =
(0, 8) c’est a dire montrons que Oy, tend vers O et S, tend vers S.

Ona tApA,, = Sf, tend vers ‘AA = §?, alors tr(tA,,A,,) = tr(S?,) tend vers tr(*AA) = tr(8?).

Lapplication (A, B) — tr(*AB) est un produit scalaire sur .4, (R), posons || Al = v tr(!AA).
Alors ||Sp||, tend vers S, donc la suite (Sp), est bornée et elle admet donc au moins une valeur d’adhé-
rence (Bolzano).



Soient Ly et Ly deux valeurs d’adhérence de (Sy)p, alors ils existent deux sous suites (Sg(p))p €t (Sv(p))p de
(8p)p qui convergent respectivement vers L, et Ly, alors 2= Lg = 82, les matrices L; et L, sont dans ,7,: ()
et de la question 1.2) alors Ly = L, = S et la suite (Sp) p admet une seul valeur d’adhérence S.

Supposons par I'absurde que (Sp)p, ne converge pas vers S, alors

Je, VN eN,3n= N/ |S, — S|l = ¢, ainsi on peut construire une sous suite (Sq(p)) pde (Sp)p qui vérifie :

Jdg, VpeN, ||Sa(p) —S|| =¢€; (%)

Par la méme procédure la suite (Sq(p))p est bornée donc possede une valeur d’adhérence qui est celle de
(Sp)p c-a-d S et ceci est absurde avec (x)

0, = ApS," tend vers 0= AS™".

II Deux applications

Premiere application
OnaA= ﬁﬁﬁ_l, les matrices A et B sont dans a ccefficients réelles, donc A = ﬁBﬁ_l.
Alors ‘A="T "('B)TU et U=U"!, donc 'A=U(B)U".

a/ Posons Q(X) = det(A + XB) € R[X], Q(i) = det(U) # 0, donc Q est non nul, ses racines sont en
nombres finis, il existe donc p € R tel que Q(u) # 0 et A+ uB est inversible.

b/
A=UBU' — AU=UB
— AX+iAY =XB+iYB
— AX=XBetAY=YB
c/ Alors

AX=XBetAY=YB =— AX+pAY=XB+uYB
— AX+pY)=(X+pY)B
= A=X+pY)BX+pY)!

En echangent les roles de (A et A) et (B et 'B), on obtient ‘A= (X + ny) 'B(X + ;LY)_1
La matrice P = X + uY qui est dans GL,(R) répond a la question.
a/ De ce qui précéde PBP™' = A="P"!B'P, alors ' PPB = B'PP, par conséquent $*B = BS>.
Or §? = (8?) et de la question I)2)c) il existe un polyndéme Q tel que S = Q(8?), alors BS =
BQ(S*)=Q(S*)B=SB.
b/ Onalors, A=0SBS'0"'=0BO™".
Seconde application

La matrice ‘AA est symétrique positive, donc ses valeurs propres sont positives.

Soit A une valeur propre de TAA, il existe Y € Mn,1(R) non nul tel que TAAY = AY.

La premiére équation du systéme entraine que ‘Y'AAY +'Y'XXY ='YY, alors A||Y|? + | XY
IXY|?

Iy 2
a/ Sp(I,-'AA)={1-A/AeSp(*AA)} cR**, doncsi X solution de (*) existe elle est inversible et de
la partie I il existe (U, H) € O, x %, " (R) telle que X = UH.

2
==

1Y%, ce qui s’écrit =1-A >0 car X est inversible. Donc A € [0, 1].

b/ On a alors de la premiére équation du systeme I,, — ‘AA = H?, et H existe et unique de la partie
12).

¢/ Reste a donner une matrice orthogonale U telle que la matrice X = U H est solution du systeme.
3(0,8) € G(n) x &,/ *(R), | A= 08, alors, la matrice U, doit vérifier S‘OUH = H'UOS, c'est la 2
éme équation du systeme. On prend U = O, et on vérifiera que ¢ca marche.
On a alors SH = HS et la premiére équation du systéme entraine $2 + H? = I,,.
En apliquant la partie I, il existe un polynéme Q tel que Q(I, — “AA) = H, car I,,— "AA = H?, alors
H est un polynéme en $2 donc en S. Le choix donc de U est convenable.



III Valeurs propres d'une matrice

Pi(x)=x—2et Py(x) = (x—2)%—1.

Pour p = 3, un développement suivant la premiere ligne de Pp(x), donne Pp(x) = (x — 2)Pp_1(x) —

Pp—z(x)-
L'application cos réalise une bijection de 10, [ vers ] —1,1[, (2—x)/2 €] —1,1[, donc 3!0 €]0, [ tel que
2—-x=2cos0.
On remarque que P;(x) = _sin(ze) et Py(x) = sin(360)
aned T 2 Tsing

1 S0P o p, o) = (-yp-2 P10
S

alors
inf sin@ ’

Soit p = 3, supposons que Py, (x)=(-1

Pp(x) = (x-2)Pp_1(x)—Pp_2(x)
= 2c050(—1)”—suf(p0) - (_1)psm((’_’_ 1)6)
sin@ sin@

(1P . .

= ung [2cosOsin(p0) —sin(p —1)0|
1P

= ( 111)0 sin(p+1)0

sin(p +1)0

DoncVpe I\I*,Pp(x) =(-DP

sin@

La matrice A, admet au plus p valeurs propres.
Cherchons ses valeurs propres x qui vérifient |2 — x| < 2,

Pp(x)=0 < sin(p+1)0=0
— (p+1)0=kn, ke{l,..,p} car 0 €]0, x|
knx

0=-——, kei,..,
— P € { p}

Alors x;, =2—2cos@ = 4sin? avec k € {1, ..., p}, comme le nombre de ces valeurs propres est p,

2(p+1)
ce sont donc les valeurs propres de Ap.

Ay est symétrique réelle (ou bien admet p valeurs propres distinctes) donc diagonalisable.

X1
Soit| : |unvecteur propre associé ala valeur propre Ay = 4sin® % oufy = thl .
Xp P
X1 X1 Xn—(2-Ak)Xpt1+Xp42=0
Ap| ¢ | =Ak @{ Osnsp-1
Xp Xp avec la convention xp = xp+1 =0

Mais 2 — Ay, = 2cos 8y, alors x;, est de la forme ae™0x 4 pe~in0k oy a,b e C, et puisque xp =0, alors

sin@,
X, = 2iasinnBy, par conséquent E,, (Ap) = vect
sin p0y
VI
Soit A € 4, (R), considérons I'application linéaire suivante § 4 : 4, (R) — R , alors I'appli-

M — tr(AM)
cationd: My([R) — (M»(R))" estunisomorphisme d’espaces vectoriels, en effet :
A — 04
Soit A = (aj,j)1<i,j<n € HAn(R),

Ackerd —= VMe 4,[R), tr(AM)=0



En particulier tr(fAA) =0, par conséquent Z u?’ i~ 0, alors A =0, é est donc injective, les espaces

1<i,jsn

(Mn(R)* et A, (R) ont la méme dimension qui est n? fini.
[ € (Mu(R)*, donc NA € My, (R) | 6(A) = f, autrement dit :

@) w

b/

c/

d/

b/

NAe Mu,(R) VM € Myp([R), f(M) =1tr(AM)

[ estlinéaire, et 4, (R) est de dimension finie, alors, f est continue.
O (n) est un compact et f est a valeurs dans R, donc M, existe.

Elle est évident que *AA est symétrique positive donc amdet n valeurs propres positives comptés
avec leurs multiplicités.

Pour toute B € GL,(R), 'application &(n) — ©(n) estune bijection.
M — BM

De la partie I il existe (U, H) € 0 (n) x &,; (R) telle que A= UH,

3P € G(n) telle que "AA = P(D?)'P, et H=PD'P et tr(AB) = tr(BA)

alors:

M, = sup{tr(0A)/0eC(n)}
= sup{tr(OUH)/0 e 0 (n)}
= supi{tr(QH)/Q e (n)}
= sup{tr(QPD'P)/Q e G (n)}
= sup{tr(QAD)/Q e O (n)}

n
D’'une part sup{tr(QD)/Q € O(n)} = tr(D) = Z V/Hi car I, est une matrice orthogonale.
i=1

n
D’autre part si on pose Q = (wj, ), alors tr(Q2D) = Z Wi iV,
i=1

n
Mais Q est orthogonale, donc Vi, j € {1,..,n},w;,j < 1, donc tr(QD) < ) /1, alors My, < ) /1;.

i=1 i=1
n
Par conséquent : M, = Z VHi-
i=1
0 si k<#
PosonsA:(ai,j),pourk,ﬂe{1,...,n},f(Ekg):tr(AEkg):agk:{ 1 si k>¢
Alors
1 - - 1
0
A=
0 0 1
X1 N
PosonsX| : |etY]| : | alors
Xn Yn
X1te.t+tXy, = N1
+ et =
AX=Y < { Tt = )2
Xn = Yn
yi—-y2 = X1
- =
Yn-1—"Yn = Xp-1
Yn = Xn

— Aly=x



c/

d/

e/

1 -1 0 0
0 1 -1
ol A7 = 1 0
1
0 0 1
2 -1 0 0
-1 2 -1
Posons J= A" 1fA71 = 0 -1 °-. °-. ¢ |Attention, cen’estpas A, delapartie I1I.
: . -2 -1
o --- 0 -1 1

Mais déja on peut remarquer qu’elle est symétrique réelle.
On reprend les notations de I11,2 - x = 2cos#0.

-D"xs;x) = det(xI,—]J)
= (x-1)Py,_;(x)— P,_2(x) Décomposition suivant la derniere ligne
_18inn@ pSin(n—1)0
= x-DEDY — - D) ———
in0 sinf
= ol [sinn0(2cosB — 1) —sin(n —1)0]
sin@
—1"
= - [sin(z + 1)0 —sin n0O]
sin@
(-1 )"
= [cos(2n +1)0/2]
cosf
Alors
W=0 < o=KL 4 0. (-1
X] - - 2n+1 ’ yeeey
. Rk+Drm Rk+1)x 2(n—-k)n 2 (n-Ik)x
Ainsix=2(1-cos————) =2(1 +cos(7'r——))—2(1+ s—————)=4cos" —
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1
Donc Sp(A~'*A™") = {4cos2 =B o, - 1]]} = {4cos KT ke [[l,n]]}
2n+1 2n+1

T
Ona’AA=J7! donc u;l = 4cos? , par conséquent :

2n+1
M=y
k=1 c"32n+1
n n —
Remarquons que ) ——— = )_ ps = Z TR
= 1c082n+1 k=1sin(5 2n+1) k:uSln(mﬂ)
3
x
OnaVvxe€l0,x/2[, 0<x— ry <sinx < x.
Donc
def py -1 1 déf
~ ~
sn”= ) 2k+1” Z 2k+1 _ (2k+1)® g Sn
k=0 2nr1) k=0 (2n+1)” 242n13 %
Mais
(2n+1 i 1 (2n+1) i ninn
T —2k+1 & = —1n—to
E fftl"zld‘ t 1 , de plus il
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