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I-Les équations de Cauchy-Riemann

I-A I-A-1) Ex~pressions demandées
of
T or

of o Of . _
. %(r, 0) = —rsm(@)%(rcos(ﬂ),rsm(&)) + rcos(6)

(r,0) = 005(9)%(7’605(9), rsin(9)) + sin(@)g—z(mos(ﬁ), rsin(0))

%(rcos(@), rsin(0)).
I-A-2) Montrons les égalités demandées

. On obtient les mémes expressions précédentes pour g, en remplacant dans ces expressions f par g.

. Les équations de Cauchy-Riemann introduites dans les expressions de I — A — 1, entrainent que

of 9g : 9y , 19g

o —(r,0) = cos(@)a—y(rcos(ﬁ),rsm(&)) sm(@)%(mos(ﬁ),rsm(@)) 90 (r,0).
ag dg . . dg . _
o (r,0) = 008(9)%(7"008(9),7”8271(9)) + sm(&)a—y(rcos(ﬁ)msmw)) =

0 o o 10T

= —cos(6) 9y (rcos(9),rsin(0)) + sin(0) o (rcos(9),rsin(0)) = - 59( 6).

I-B I-B-1) Valeurs de « tel que ¢, € &,
Va € R, ¢, estde classe C> eton a
Vo =€ Ep =Vt > 0,a(a— DY +at® —nt* =0 <= a? —n?> =0 <= a = +n.
I-B-2) Solutions de &,
.Sin=0.

Soit f € &y, alors V¢ > 0,2 f"(t) + tf'(t) = 0,donc Vvt > 0,tf"(t) + f'(t) = (tf'(t))’ = 0, ce qui entraine
que vt > 0, f'(t) = % ou ag € R et par suite Vt > 0, f(t) = apln(t) + By OU ag, By € R.
Réciproquement, on vérifie bien que ses fonctions sont solutions de &.

.Sin#0

On vient de montrer dans la question précédente que la famille (t — t™,t — ¢~") est un systeme
fondamental de solutions de &, donc les solutions de &, sont de la forme ¢t — «,t" + 5,t~" ou
Qn, Bn € R.

I-C I-C-1) ¢,  estde classe C' sur R
f étant da classe C*, donc la fonction (r,6) — f(rcos(9),rsin(6))e~""? est de classe C! sur R x
[—m, 7], donc d’aprés le théoréme de dérivation sous le signe intégral (de Leibniz), ¢, ; est de classe
C'surR* etona

af —inb 1 " dg —inb
/ r,0)e ""dl = — B)e~"0dg
vr>0,6,,(r) = 27r/ ar (10)e orr | 200
or les fonctions 6 — g(r,0) et 6 — e~? sont de classe C! sur [-m, 7], donc une intégration par

parties est permise et on obtient

Vr >0, (cn,p) (r) = [ﬁ(r, 9)6‘in9]7 + 2— g(r,0)e —inf g = c,L,g(r)
mwr
I-C-2) Montrons que ¢, ; € &, et qu’elle est bornee au voisinage de 0
. Un raisonnement analogue au précédent conduit a que, ¢, , est de classe C*, et

Vr >0, (cng) (r) = —?cn’f(r), donc ¢, s est de classe C? sur R et

n n n?

2
/ 1 /
V> 0, (en,)" (1) = (S-eng () = = Z5eng(r) - () eng(r) = = (enp(r) + T3ens(r)
ce qui entraine que Vr > 0,7%(c,, f)"” + r(cn #(r)) —n2cy ¢(r) = 0.
. f étant continue sur R?, donc hm f(r 0) = hm f(rcos(@),rsin(@)) = f(0,0), et par suite

r — f(r,0) est bornée au v0|smage de0,c est a dlre In, M > 0tel que Vr €]0, 7], |f(r,0)| < M ce qui
entraine que Vr €]0, 7|, e, r(r)] < M.

apln(r)+ 5y si n=0
Q™ + Bpr™™ s8I n#£0
voisinage de 0, donc oy =0 et o, = 0sin < 0 et 5, =0sin >0, ce qui entraine que

Vr > 0,co,f(r) = Bor® ou Cn, f(1) = Ppr™™ = Bnr™ sin < 0 et Cn, f(1) = apr™ = anr™ sin >0
d’ou l'existence de a,, € C tel que Vr > 0, ¢, (r) = a,r!™l.

. cp, ¢ €St solution de &, donc Vr > 0,c¢, #(r) = { or ¢,y est bornée au



I-C-3) Théoréme de Dirichlet et égalité demandée
. Théoréme de Dirichlet : Soit f : R — R de classe C' par morceaux et 27 —péridique, alors la série

. . ) . . o 1
de Fourier de f converge simplement vers la régularisée de f, a savoir f : z — §(f(x+) + f(z7)), s

de plus f est continue sur R, glors la série de Fourier converge normalement vesr f sur R.
. Vr > 0, La fonction § — f(r,0) = f(rcos(#),rsin(f)) est de classe C!, 2r—périodique sur R, de
coéfficients de Fourier ¢, ¢(r), donc d’aprés le théoréme de Dirichlet

+oo
Vr > 0,V0 e R, f(r,0) = Z e (1)l = Z a,rl™lem?
n=-—0o0 n=-—o00

I-D 1-D-1) Les fonctions ¢, ; sont bornées

af . of

Soit M > 0 un majorant de —~ et ——, alors
or Oy
af
0
or ar 10)

cos(0) gf (rcos(0),rsin(0)) + sin(@)%(rcosw), rsin(0))| < 2M

) .
orVr > 0, (cn, ¢ (r =5 / f 0)e="d, donc Vr > 0, |(c, £ (r))'| < 2M.
I-D-2) Montrons que les dérivées partlelles de f sont bornées
Daprés I — C —2) ¥r > 0,¢,, (1) = a,r™, donc Vr > 0, (¢, £ (1)) = |n|a,rI"=1, donc

Vn # 0,7 > 0, |a,| < ce qui entraine en tendant r vers +oo, que a, = 0 pour tout n tel que

nrinl=1’ ~
In] > 2, et par suite ¥(r,0) € R% x R, f(r,0) = a_1re~* + ag + ayre®, donc %( ,0) =a_1e7% +are’?
- T
et %( ,0) = ir(—a_1e7* + a1e"), Ce qui conduit a
of 0 Of _ sin(6) or _ cos(0)(a_1e7 4+ a1e?) —isin(0)(—a_1e7 +a1e) = a_1 + a;.

" oz CO()ar r 00
of

af  cos(0) 8f
By ar

"oy T@H sin(6)

lI-Quelques solutions de (1)

=icos(0)(—a_1e7 + a1e?) + sin(0)(a_1e7 + a1€?) = —i(a_; + ay).

II-A . Soit ¢ : (z,y) — az? + bxy + cy? + dx + ey + f une fonction de Ps.
Un calcul simple améne a ¢ vérifie (1) <= (2a)(2¢) — (b)? = 1 <= 4dac — b* = 1.
II-B Existence d’une solution du probléeme de Cauchy
. Théoréme de Cauchy : Soit (ty, ug) € £ ou Q est un ouvert de R? et f de classe C' sur (2, alors le probléeme
[
de Cauchy { Ugf ;_ f(i’ u) admet une unique solution maximale sur un intervalle I ouvert contenant ¢,
0) — 0
et toute autre solution est une restriction de ciatte folution
. On considére I'application f : (z,y) — ~9s ( — y) est de classe C! sur (R*)?2, donc d’apres le théo-
reme de Cauchy-Lipschitz, V(ty,uo) € (R*)? I'équation (I1 — 1) admet une solution u de classe C! sur un
intervalle I ouvert contenant ¢, et vérifiant u(ty) = uo.

II-C Léquation (/7 — 1) n’admet aucune solution polynémiale
Soit ¢ une telle solution, alors Vt € J o(t)(p(t) + 2t¢'(t)) = —1 et par passage au degré, on obtient
2deg(p) = 0, donc ¢ est une constante C € R, ce qui conduit en introduisant ¢ dans I'équation (I7 — 1) ala
contradiction C? = —1.

II-D II-D-1) Montrons que Q)(J) est un ouvert non vide
. J étant non vide, soit zy € J, alors (zq, 1) € Q(J).
. On considére I'application ¢ : (z,y) — xy, alors ¢ est continue sur R2.
(z,y) € QJ) <= p(z,y) € J < (z,y € ¢ 1(J), donc Q(J) = ¢~ 1(J), donc (J) c’est un ouvert
comme image réciproque de l'ouvert J par I'application continue .

II-D-2) . W est de classe C? comme composée de I'application polynémiale (z,y — xy et de w toutes les
deux de classe C!.

2 2
. Les dérivées partielles secondes de W sont %;V = %" (zy), 88y2 = z%w(zy) et
2 2
g;g; = gyg; = w'(zy) + zyw” (xy), donc on les équivalences

W vérifie (1) sur Q(J) <= ¥(x,y) € Q). (y%" (o)) (2" (9)) — (& (29) + zy(29)* = 1 <=
Yt e J, 2w (t) — (W (L) + tw" ()% = —w' (£)(w' (t) + 2" (1)) = 1 <= ' vérifie (IT — 1) sur J.



II-D-3) Montrons que W € P; ssi w est affine

. Soit W : (z,y) — az? + by + cy? + dx + ey + f une restriction a Q(J), alors Vt € J,x € R*,
1 .

(t, 1), (tz, 5) € Q(J),donc w(t) = at? + (b+d)t +c+e+ f = at’z? + bt + x—cg + dtz + g + f et par suite
Vte Jyx € R* | at?xt + dtx® — (at? + dt + c + e)z? + ex + ¢ = 0, d’'oU le systéme
VieJ, at? =dt =at? +dt+c+e=e=c=0,puisa =d=c=e = 0, ce qui entraine que
Ve J, wt)=bt+ f.
. Réciproquement, si w(t) = bt + f, alors V(x,y) € Q(J) , W(z,y) = w(xy) = bxy + f, donc W est une
restriction a Q(J) d’une fonction polynémiale.

II-E Montrons que si f est solution de (1), alors f, ; I'est aussi

0 fap *f O fap >*f
V(x, y) S Qa,by 8332 (xv y) - 85(:2 (iC —a,y — b), 8y2 ((E, y) - ayz (il? —a,y — b) et
O fa (z,y) = 0 f (x —a,y — b), donc f vérifie (1) sur Q si, et seulement si f, ; vérifie (1) sur
0x0y Y= 0x0y Y ’ ’ ab ab-

II-F Les solutions de (1) non polyndmiales sont en nombre infini
. Soit (z9,y0) € R? et ¢, € R*, alors d’'apreés (I — B), il existe un ouvert I de R contenant t, et u € C*(I,R)
tel que w est solution de I'équation (I7 — 1) sur I.
. Soit w une primitive(il y en a une infinité), de w sur I, alors w’ = u est solution de (I7—1) sur I, donc d’apres
(II — D — 2) la fonction W : (z,y) — w(zxy) est solution de (1) dans I'ouvert Q(I) qui contient (o, 1)(car
to € I)
- Soit U = Qyy—+y,4o—1 'image de Q(I) par la translation de vecteur (xzo — to, yo — 1), alors U contient (z, yo)
etdaprés (II — E), Wayy—ty.y0—1 : (@, y) —> W(x — xo + to,y — yo + 1) est solution de (1) dans U.
. Si Wy, —ty.40—1 COINCide sur U avec un élément de P, alors d’aprés la question (I — D — 3),
t — w(t — xo + to) est affine, donc aussi pour w et par suite u = w’ est constante solution de (I — 1), ce
qui est absurde d’aprés la question (I1 — C).
. En conclusion, les solutions W, 1 sont en nombre infini et ne coincident avec aucun élément de Ps.

0o—to,Yo—

llI-Un critére de difféomorphisme

III-A Définition et caractérisation d’un C' —difféomorphisme
. Définition : on dit que f est un C'!'—difféomorphisme de R? sur R? si, f est bijective et f, f~! sont de classe
Cc.
. Une caractérisation : Si f : R? — R? est de classe C', bijective dont le jacobien ne s’annulant pas sur R?,
alors f est un C*—difféomorphisme.

III-B III-B-1) Vérification de I’égalité
¢ R — R?
t — Fp+itlg—p)

t — p+t(q — p) et F qui sont de classe C' eton a Vi € R, ¢/(t) = dF,44(4—p)(q — p) €t par suite
1

1
o(1) —p(0) = /O ¢'(t)dt, ce qui s’écrit aussi  F(q) — F(p) = /0 dFy i i(q—p)(q — p)dt.

ITI-B-2) Montrons I'inégalité demandée
On considére la forme linéaire sur R?, L : © —< x,q — p >, alors

1 1
L (/ dFpii(q—p)(q — p)dt> = / L (dFy44(q—p)(q — p)) dt, C’est a dire
0 0
1 1
</ dFyyi(q—p) (@ —p)dt,q — p> = / (dFptt(q—p)(q — p)) dt, donc
0 0

1
<F(Q)—F(p)7q—p>=/ <de+t<qu>(q—p),q—p>dt2/ allqg — pl*dt = allqg — p||*.
0 0

II-C III-C-1) Calcul de dG7j(h)

Soient les deux applications H : x — ||z||?, K : p— F(p) — a, alors H et K sont de classe C' et par
suite G* = HoK est de classe C' eton a Vp,h € R?, dG%(h) = dH () (dKy(h)) = dH () (dFy(h)) =
2 < dF,(h),K(p) >=2 < dF,(h), F(p) —a >.

III-C-2) Limite de G*(p) a I'infini
Vp € R? allp|? < < F(p) — F(0),p> < [F(p)— F(0)] . |pll, donc
Vp € R? tel que |]p|| > 1, a|lp|l < |[F(p) — F(0)|| < ||[F(p) — a|| + |la — F(0)|, ce qui entraine que

lim ||F(p) — a|] = +cc.

llpll—+o0

ITI-C-3) G* atteint un minimum
. G*(p) tend vers +oc lorsque ||p|| tend vers +oo, donc 3R > 0 tel que V||p|| > R, G*(p) > G*(0).

On consideére la fonction , alors © est de classe C'' comme composée de



B(0, R) est un compact de R? et p — G*(p) est continue sur B(0, R), donc G est bornée et atteint
sa borne inférieure sur B(0, R) en un point po, donc Vp € B(0, R), G*(p) > G%(po) et Vp € R? tel que
lpll > R, G%(p) > G*(0) > G%(po), ce qui entraine que Vp € R2, G%(p) > G%(py), C'est a dire G* atteint
un minimum global sur R? au point py.

III-C-4) Montrons que F(py) = a
. G® admet un minimum en p, sur R? qui est ouvert, donc dGy, =0, C'est adire
Vh € R?, < dF,,(h), F(po) — a >= 0, en particulier pour h = F(py) — a, on obtient
al|F(po) — al|* < < dF,,(F(po) —a), F(po) —a > = 0, ce qui entraine que F(py) = a
III-D Montrons que F est un C!—difféomorphisme de R? sur R?
F étant de classe C*, F sujective par la question (111 — C).
. Soient p, ¢ € R? tels que F(p) = F(q), alors I'inégalité de (111 — B — 2) entraine que
allg —p||?> << F(q) — F(p),q — p >= 0, donc p = q et par suite F' est injective.
. Soit p € R? et h € Ker(dF,), alors a||h||?> << dF,(h),h >= 0, donc h = 0 et par suite dF, est un
automorphisme de R2. On conclut que F est un C! —difféomorphisme de R? sur R2.

IV-Le téoréme de Jorgens

IV-A F est un C!'—difféomorphisme de R? sur R?
. f étant de classe C?, donc u et v sont de classe C*, et par suite F est de classe C'!' comme application a
composantes de classe C*.
ou 0?f ov 0? . 9 = .
.— =14+ —=, — =14 = et puisque f est de classe C=, le théoréme de Schwarz entraine
ox 0x2’ Oy Oy?
v _ P du
or  O0xdy Oy’

of  2f
. La matrice de JacF (z,y) — I, est J = gg”; aa%‘?fy , donc elle est symétrique.
oxdy  Oy?

Soient A1, A\s ses valeurs propres.

. [ vérifie (1), donc det(J) = A1 Ay = 1 et par suite A\, Ay sont de méme signe.
O2f\ [(02f 9%f \? .
A=)l =1+ > 0, donc tr(J) = A1 + A2 > 0 et par suite les valeurs propres de J sont
Ox? Oy? Oxdy
positives, ce qui la rend positive.
. La positivité de la matrice J entraine que Vp, h € R?, < (dF, — idgz)(h),h > > 0, donc
< dF,(h),h > > < h,h >= ||h||? etlapartie (I1]) avec a = 1, entraine que F est un C' —difféomorphisme.
IV-B IV-B-1) Existence de ¢ et ¢
of

. Soient les applications g, h : R? — R définies par g(z,y) = = — %(x,y) et h(z,y) = -y + a—y(z,y),

alors

la classe C? de f entraine que g et h sont de classe C.

F étant un C'!—difféomorphisme, donc F~! est de classe C' et par suite ¢ = goF'~! et 01) = hoFo~!
sont de classe C' comme composées d’applications de classe C*, et ses applications répondent a la
question.

IV-B-2) Calcul des dérivées partielles
. Légalité poF' = g entraine que Jac p(u,v).Jacp F(z,y) = Jacg(x,y), c'est a dire

8()0 8()0 1+ [
(ma)( . 1it)=<1—r>—5>’d°“

Op Oy 1 1+t —s , -
e ) 1—r —
<8u’8v> 2+t+r( r, 3)( s 1+r>,CGQUICOHdUI’[a
%_ t—r 87@_ —2s
ou  24t+r 81)_2—|—t+5' 5
Y 7/) 1 1+t —s
.Uncalculanalogueamenea(a ' Do 2+t+r(s’ 1+1) s 14 , donc
oy 2s o  t—r

— =t ——=——
ou 2+t+r ov 24+t+7r

IV-B-3) Les dérivées partielles de © sont bornées sur R?
. On rappelle que r,t > 0 et rt — 52 = 1.

Op| | t—r t+r
Ou| |24+t+r| T |24t+T

6‘@2 452 4rt — 4 4r Jp
= = < <1,donc |—| < 1.
dv 2+t+r)?2  (24t+r)2 = (t+7r)2 ov|~

4



IV-B-4) Les dérivées partielles de © sont constantes
. : 0 0
© et v sont de classe C*, donc d’aprés la question (I — D), a—i et 8735 sont constantes.

IV-B-5) Montrons que r, s et ¢t sont constantes
En dérivant les égalités poF = g et vooF = h par rapport a x, on obtient le systeme

Iy dyp dp dp dp
r(l+ ) +s—=1—— Y +1 = 9 D)
ou o Ju iscrimi — | ou v — (%P2 (D2
_T%Jrs(ai_l):% , de discriminant A Yoo 05 (8u +(8v) 1
v ou Ov Ov (Zu
4 : 1 .
E— < 0, donc r, s sont des constantes et par suite t = R est aussi constante.
,

IV-C Les seules fonctions solutions de (1) appartiennent a P,

Soit f € C?(R?,R) vérifiant (1).
. 92f \* o

.onar # 0, sinon on aura <8x8y> = —1 et quitte a remplacer f par —f, on peut supposer que r > 0,
donc d’apreés la partie (IV), r, s et t sont constantes.
.r étant constante, donc 3a € R tel que f(z,y) = az? + 2g9(y) + h(y) ol g,h € C*(R,R), or s = ¢'(y) est
constante, donc g(y) = by + ¢, ce qui donne f(z,y) = ax? + bxy + cx + h(y) et puisque t = h”(y) est
constante, alors h(y) = dy? + ey + f, ce qui donne enfin f(x,y) = az? + by + dy? + cx + ey + f avec la
condition 4ad — b = 1.




